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О представлении линейных операторов, коммутирующих 
с дифференцированием, в односвязной области” 


А. В. Братищев 


Пусть Н (с ) есть пространство аналитических функций одной переменной в односвязной области С ком- 


плексной плоскости. Известно, что линейный оператор комплексной свёртки порождается аналитической 
функцией одной переменной, вообще говоря, многозначной. Решается известная задача, когда все такие 
функции будут однозначными. Оказалось, что решение связано с геометрией области С. Назовём вычетом 


области С множество $ (с ) СО СВОЙСТВОМ 5(б ) +С сб. Описан класс односвязных областей, вычет кото- 


рых есть связное множество. Пусть линейный оператор непрерывен в пространстве функций, аналитических 
в односвязной области С, и коммутирует с дифференцированием. Тогда он представим в виде оператора 
комплексной свёртки. В работе доказано, что для областей со связным вычетом порождающая такой опера- 
тор функция всегда будет однозначной. Если вычет области С не связный, то всегда существует оператор 
комплексной свёртки, у которого порождающая ядро функция будет многозначной. 

Ключевые слова: вычет области, оператор, коммутирующий с оператором дифференцирования, ядро опе- 
ратора. 


Введение. Рассматриваемые в статье задачи входят в направление исследований, представлен- 
ное работами [1-7]. Пусть © — односвязная область в комплексной плоскости С, и последова- 


тельность ограниченных расширяющихся областей {С, } Т С с кусочно-гладкой границей исчер- 
пывает сб. Н(б) — пространство Фреше аналитических в с функций с топологией равномерной 


сходимости на компактах. С(С) — пространство непрерывных в Н(б) линейных операторов. 
Обозначим через в(6,) банахово пространство аналитических в С, и непрерывных на С, 


функций с нормой |и (2) 








‚= тах и (2). Тогда Ул 3М№:=М№(п) оператор [1 = С (6) расширяется 


п 2ебп 
до непрерывного оператора /,:В (6) >В (6,). 

Обозначим К, (Ё,2):= В [= [еС,, СЕС,, 2еС,. Эта функция голоморфна 
на односвязной области Сб/хС, < С*, и связана с линейным оператором [ формулой 


(а) = | У (Е.К, (Е,2)4&, 2еб, [2]. Локально аналитическая на б’хбс функция 


Гбу+1 


К(Е,2), совпадающая с К,(Ё,2) на соответствующей области С, хС,, называется ядром опе- 


ратора [. 
Обозначим через д, (6) подпространство в С (С) операторов, коммутирующих с опера- 
цией — дифференцирования: 5-1. Назовём вычетом области С множество 


5(6):={2еС: 2+б сб}. Для вычета справедливо тождество (б’ -6) =5(С) [6]. 


* Работа выполнена в рамках инициативной НИР. 
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ТЕОРЕМА. Пусть С есть односвязная область. Функция К, а 2) еС аналитически продолжа- 


ется до локально аналитической функции А(Ё) на б'-б = (5 (6) и К(Ё,2) =А(Ё-2). При этом 
в случае несвязного 5(С) всегда найдётся оператор [с {, (6), для которого функция А(Ё) 


многозначная, а в случае связного 5 (С) *{0} функция А(Ё) всегда однозначная. 


Вспомогательные утверждения. В следующей лемме доказаны необходимые свойства вычета 
области и получено аналитическое описание класса односвязных областей, вычет которых со- 
держит луч. 

ЛЕММА. 1) Для односвязной области © множество $ (С) {©} замкнуто. 


2) Если нуль есть предельная точка $(6), то 5(С) содержит некоторый луч 
лы ‚= {г ехр {/Ф.}: > 0}. 

3) Произвольная односвязная область С с /., =$5(С) задаётся полунепрерывной сверху 
на (—,-+ю) функцией К(х) со связной областью определения {х: к (х) <®} по формуле 
[© = [2 = ге® : к (гят(Ф -Ф)) < г с0$ (Ф. -$). 


Доказательство. Покажем замкнутость 5(б)Ц{®}. Пусть 2 — предельная точка $(б): 





= $ (6) т 2, = 2, . Фиксируем произвольную точку 2’=С и покажем, что 2, +2'еС (то- 
гда 2, +6 < С ‚ и значит 2 е5(б)). УЕ>0 2(2',=)=б > УК>К(Е=) 2, +0(2',Е)сб. 
Выберем К таким, что 
Е Е Е ‚ Е р 
о 


что и требовалось доказать. 
Докажем утверждение 2). В силу условия существует — последовательность 


{2 =, ер{, }} 0, {2,}<5(6). Считая ф, е[0,2п), выберем сходящуюся подпоследова- 
тельность. Без потери общности считаем | Ф, =Ф.. [ Фиксируем на луче 


т = { ехр {/ф, } г Г> 0} произвольную точку г, ехр {Фо} =: 2, +0 и покажем, что она будет пре- 


со 


дельной для множества точек вида {/.2,} = 5 (С) (а значит принадлежит 5(С)). С этой 


К, 751 


целью для произвольного фиксированного = > 0 выберем такой номер К, чтобы 
._| 3 
|Ф. —Ф» | < агст 3 и |2, |<. 
27, 


Тогда луч /„ = {* ехр {/ф‚}: г> 0} пересекает = -окрестность (2, =) по хорде длины >=. По- 
этому на этой хорде лежит хотя бы одна точка вида /.2,, и значит /-2, е2(2%, =). 
Утверждение 3) докажем сначала для случая /„› < $ (С). с пересекается с вертикальной 


прямой либо по пустому множеству, либо по интервалу (возможно совпадающему с этой прямой). 
В первом случае положим К(х):=+ю, а во втором К(х):=тМ у: х+У еб}. Если 


—ю<К(х) < +0, то точка х +К(х)/ еГ(б). По определению имеем б = {2 =х+у: К(х) < у}. 
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Пусть — < К (ху) < © . В силу открытости © 


УЕ>0 36>0, б<е, С (жь + (К (ж)+=)/,б)= 6 > 





= Ух в (х, 5, ж+5) 32 =х+у!еР(жь + (К (хо) +=)/,5)=> К (х)<у <К(ж)+2= 
Последнее означает полунепрерывность сверху А (х) в точке х, . По той же схеме рассматрива- 


ется случай К (хо) = —<0 . Связность области определения К (х) следует из связности области С. 


Обратно, пусть дана полунепрерывная сверху и со связной областью определения функ- 
ция К(х). Положим © = {2 =х+у: К(х) < у} ‚ Из определения следует, что /„ <5(б). 


Покажем, что С есть односвязная область. Фиксируем 2 =х,+У/ебС, откуда 
ЗЕ, >0 у,>К (хо) +Ео. Покажем сначала, что 35>0 2(2.,6)< Сб, то есть множество открыто. 


Считаем для  определённости К (хо) <. По — определению  полунепрерывности 





УЕ>0 36>0 Ух=(х-б, х, +9) К(х)<К(х)+=. Полагая &+б <=, , имеем 
У2=х+УеО(2,,6) У>У-б>К(х)+=& -б>К(х)-Е+& -б>К(х), ТО есть 2=С. 

Покажем связность ©’. Для любых 2, =х, +У,/, 2, =х, +У/ еб, х, <х,, К(х) ограни- 
чена сверху на Ре] [8]. Поэтому в С существует ломаная, соединяющая эти точки. 


Заметим, что луч /„, = {* ехр {/Ф.}: г> 0} = Го, ох. ехр {Ф.}) =$ (С) тогда и только тогда, 


з [п ‚ 
когда вертикальный луч /„, <С, := б ехр | [1- «| Поэтому проведённое доказательство рас- 


пространяется на случай произвольного луча /„ <5(С). В этом случае 
ве! [1-6 |6, =[2=х+и: К(х)<у} > 
=б= [ = 2еф | [Ф =" К (х) < у = { = ге?! . К (яп (Ф. -Ф)) <г 0$ (Фу -$)] 


Лемма доказана. 
Доказательство теоремы. Выберем по точке в двух компонентах связности вычета 5(С): 


2+0 2+0 

НеК,, С. ЕК,, и образуем линейный оператор [1у](2):= Гу’ = | у (и)а\, 2 Еб, В 
20 20 

Н(С). Он принадлежит 2, (С). 

По определению ядра 


и) Герд Г рии 


20 





Отсюда А(5) [2 Эта функция многозначна на б’хб = (5(6)} , так как при обходе пе- 
о? 


ременной © одной из компонент К, или К, она приобретает слагаемое 2п/. 
Пусть теперь вычет 5(С) связный и = {0}. По предыдущей лемме 5 (С) содержит луч. 
Без потери общности считаем, что /„„ < С , то есть область С содержит вместе с каждой точкой 


вертикальный луч с началом в этой точке. 
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Определим теперь функцию А(). При достаточно малом = ряд 
р © © (2 [ой 20 ) 1 РЕ 
(Е), вт абсолютно сходится при |2 -2,|< =, #-&|> =, И ПОТОМу В нём мож- 
1-0 7—0 -2 


но произвольно менять порядок суммирования. 
Вычислим коэффициенты этого ряда, используя инвариантность оператора / относитель- 
но сдвига аргумента на пространстве многочленов [8]: 


[ш' (а) = |Е(ёча) |(0), ав С, п20, 


а. = = -[ан(- 26) (Е, 2) в те - = (Е 2)! (2) = 








7 2/2 (2=2,) 2 2п/ (2-2) 
Теа) | = е-)] в) 

Л 0, >], 
ежу - 0, И: 


Тогда имеем 


К(Е,2) = у ха, (2 аа» . | - т [48 ](0)(2-2) = 


250 (Е — 2 70 Ее ИЛ! 


о. А 0е-) " 


28 (#-2)“ 10 / 1(7 —/): 














1 
при |2 -2%| < Е, Е >. 


Так как [4] (0) < тах 


2ебп 





[4-25 |(2) 





< С, тах | -2.| < С„рн, где ру — диаметр множе- 
ебу 





ства бС,„, то сумма ряда А(_):=У аналитическая в | >р„. Поэтому 


о с“ 





к(Е,2)=У -=А(Ё-2), где 2еб,, Ё ебу, > рн +К,, К, =34р]2|: 2еб,}. 


Докажем теперь, что функция А(5) аналитически продолжается до локально голоморф- 


ной на 6'-6 =(5(6)), то есть УЦ еб'-б, цех и любых точек Е,Ь еС’, 2,2. ЕС со 
свойством ()=&-2, =Ё-2, следует К(Ё,2,)=К(Ь,2,). Множество (б’-2,)П(б'-2,) связ- 


ное, так как составлено из отрезков, параллельных МНИМОЙ ОСИ И содержащих бесконечно уда- 
лённую точку. Поэтому оно содержится в связной компоненте открытого множества 


(6, -2,)П(6, -2,). А(5) продолжается в области 6, —2,, бу - 2, соответственно по формулам 
А(б):=К((+2,,2,), А(С)=К((+2,,2,). По теореме единственности функция А(5) однозначна 
на этой компоненте: 
А(5)=К(С+2,,2,), Аб) =К((+2,,2,). 
18 
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В частности 
А(%)=К (6+2, 2,)=К(&,2,), А) =К (0 +2,,2,)=К(Ь,2,). 


0 


Таким образом, 3& >0 А(5) голоморфна в (б" -в) 92 ы) 


В заключение заметим, что последовательность {№ (п)} можно подобать так, чтобы 





Уп ЭМ ;-6, = (6'-6) 26, 
0 
Сначала выберем ==(0,=) так, чтобы б’-б, +2 (0, =) =б-б. Затем М, чтобы 


6, < (6'+2(0, дор, | 
0 
Тогда 
б,-б, < (6'+2 (0, 592 1+, |-в, = 


50 
= (6'+2(0, 5-6.) [2+ ]-в, |<@'-в) и г] 
0 0 


Теорема доказана. Из неё следует такое представление операторов из (С) ] 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть С есть односвязная область, а её вычет $(б) связный и +0. Тогда для 


каждого оператора / с {, (С) существует локально голоморфная на б’-б =(5(6)} функция 
А(С) со свойством: 


1 
У2ЕС, МУ (2) = 577 | У(КА(Е-2)%. 
Гбм+1 


ЗАМЕЧАНИЕ. Вычет неограниченной выпуклой области © очевидно связный, и 3ф, /„ < 5(С). 
В этом случае теорема доказана в [9]. Для односвязной ограниченной области $ (С) =0, то есть 


б'-б =С\ {0}, голоморфность функции А(5) в С\ {0} доказана независимо и разными метода- 


ми в [4], [5]. Гипотеза о том, что аналогичное утверждение имеет место в случае неограниченной 
области С с $ (С ) = 0 , остаётся недоказанной, так как доказательство в [9] имеет пробел. 
Заключение. Получено аналитическое описание класса односвязных областей, вычет которых 
содержит луч. Этот класс областей характеризуется тем, что ядро любого оператора из класса 
2 (с ) порождается однозначной функцией. Результаты статьи докладывались на международ- 
ной Казанской летней научной школе-конференции [10]. 
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ОМ РКЕЗЕМТАТТОМ ОЕ 1ТМЕАК ОРЕКАТОВ$ СОММОТТМС МЛТН ОТЕЕЕВЕМТТАТТОМ 
ТМ $1МРЕУ-СОММЕСТЕО ООМАТМ” 


А. М. Вган$Испем 


[её Н (с) Бе а расе о! апаУйс ипсвоп$ о! опе иапа Ме т ятр/у-соппесеа аотат С оЁ {Те сотр/ех р/апе. 1+ 5 


Кпоит {ПаЁ а Штпеаг сотр/ех сопио/иНоп орегаюг #5 депегаеа Бу а опе-уайае апа/уйс ипсНоп, а тиШиаиеа 
опе т депега/!. А Кпоит ргоМет ипеп а/! зиср Гипсвоп5 аге зтое-ма/иед 15 5о№ед. Аз # &игпед оиё те 5о/ивоп 


Ю е ргоЫет (5 соппесеа ий {пе деотейу о! с дотат. 5её $ (6) ий ргорейу 5(6)+6 = б 65 етеа гез- 


/Ие оЁ с аотаг. А с/а5$ оЁ ятр/ соппецеа гедоп$ и/поже гез/аие /5 а соппецеа $ЕЕ 15 аезспрес. [е{ те /пеаг 
ореггйог Бе сопЁпиоиз т ипсйоп расе, апауйса! т этр/-соппецеа аотат С, апа (ЕЁ # соттше и АЙТег- 
епбайоп. ТВеп ! сап Бе гедисеа ю а сотр/ех сопуо/ивоп орегаёог: ГЕ (5 ргоуе4 ёпаЁ 1е Гипсвоп депегайпд зисй 
ап орегаюг и/// амауз Бе то/е-ма/иед Гог гедгопз ит а соппесеа гездие. И/еп {те гез/дие о! гедоп С 15 поЕ 
соппецед, {пеге 1/5 амиаузх а сотр/ех сопуо/ийоп орегаюг ий" а тиШа/иеа ипсйоп депегайпд а Кете!. 
Кеуигогабв: гездие оРгедоп, орегаюг соттийпа ий! орегаёог оЁ !егеппаноп, Кегпе! о! орегаюг: 


* Тне гееагс {5 аопе мт {Пе #тате оЁ {Не паерепдепе В&р. 
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